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MODELE ARIMA W PROGNOZOWANIU SPRZEDAZY ***

W artykule przedstawiono metodyke budowy modeli ARIMA oraz ich wykorzystanie do progno-
zowania jednowymiarowych szeregow czasowych. Wykorzystano jedno z ogolnie stosowanych
podejs¢ zaproponowane przez Boxa i Jenkinsa. Opisano i przedyskutowano kolejne etapy two-
rzenia modelu na przykladzie danych dotyczqcych przedsiebiorstwa handlowego typu cash &
carry oraz przedsiebiorstwa produkcyjnego.

ARIMA MODELS IN FORECASTING SALES GROSSINCOME

The paper presents construction methodology of ARIMA models and their application in one-
dimensional time series forecasting. The Box and Jenkins approach, being one of the widely
used, has been employed.

Consecutive phases of the model constructing have been described and discussed on the basis

of a cash & carry type of trade as well as productive enterprise.

1. WPROWADZENIE

Wisrod wielu prognoz szczegdlna rolg¢ w zarzadzaniu przedsigbiorstwem odgrywa
prognoza sprzedazy. Jest ona punktem wyjs$cia do przewidywania wigkszo$ci pozycji
ksztattujacych poziom wyniku finansowego w firmie. Prognoza sprzedazy jest
w szczegolnosci podstawa do tworzenia planu biznesowego, alokacji srodkéw i okre-
slenia wielkos$ci zapasow. Wykorzystywana jest rowniez do okreslenia przyszitych po-
trzeb finansowych przedsigbiorstwa.

Konstrukcja prognozy sprzedazy, tak jak i innych rodzajow prognoz, jest proce-
sem wieloetapowym. Przebiega wedlug pewnego, ogdlnego schematu postgpowania
prognostycznego. Do prognozowania sprzedazy stosuje si¢ zarowno metody ilosciowe,
jak 1 heurystyczne. Zastosowanie konkretnych wynika ze specyfiki rynku i przyjgtych
przestanek prognostycznych. Podstawowymi kryteriami, ktore brane sa pod uwage
przy wyborze metody, jest oczekiwana trafno$é prognozy, koszt jej opracowania
i wdrozenia oraz tatwo$¢ zastosowania [1].
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W artykule przedstawiono metodyka budowy oraz przyktady wykorzystania mo-
deli ARIMA (Autoregressive Integrated Moving Average) do prognozowania jednowy-
miarowych szeregdw czasowych. Wyznaczono prognoza przychodoéw ze sprzedazy na
przyktadzie przedsigbiorstwa handlowego typu cash & carry oraz przedsigbiorstwa
produkcyjnego.

Wykorzystano jedno z ogoélnie stosowanych podejs¢ do budowy modeli ARIMA,
zaproponowane przez Boxa i Jenkinsa.

Narzgdziem informatycznym wykorzystanym przez autoro6w, w procesie opraco-
wania modelu i wyznaczania prognoz byt modut Szeregi czasowe i prognozowanie pro-
gramu STATISTICA PL wers;ji 6.0.

2. MODELE ARIMA W ANALIZIE SZEREGOW CZASOWYCH

Modele ARIMA, czyli scatkowane procesy autoregresji i $redniej ruchomej, sa
bardzo ogo6lna klasa modeli szeregéw czasowych. Ich budowa oparta jest na zjawisku
autokorelacji. Moga by¢ one wykorzystywane do modelowania stacjonarnych szere-
gow czasowych lub szeregéw niestacjonarnych sprowadzalnych do stacjonarnych.

Wyrdznia sig trzy podstawowe rodzaje modeli tej klasy:

1) modele autoregresji (AR),
2) modele sredniej ruchomej (MA),
3) modele mieszane autoregresji i $redniej ruchomej (ARMA).

Symbol I uzyty w nazwie modelu wskazuje, ze szereg czasowy poddany zostat
operacji roznicowania.

Do zapisu postaci modelu ARIMA uzywa si¢ uniwersalnej notacji ARIMA
(v, d, ¢)x(P, D, Q),, literami p, P - oznacza si¢ rzad autoregresji; d, /-rzad rdznico-
wania; g,0- rzad $redniej ruchome;j, odpowiednio dla sktadowej niesezonowej i sezo-
nowe;.

Model ARIMA mozna zapisa¢ rowniez w postaci operatorowe;:

O(BYD(B)(1-B)°Y,=c + B(B)O(B)e, 1= 1,2, ..., n (1)

przy czym:
0B)=1- 0,8 - 0,8 — ... - 0,8 (1.1)
®(B) = 1- ®,B° - DB~ ..~ ® B (1.2)
0(B)=1-6,8-0,8" - ... - 6 B (1.3)

O(B%) =1-0,8°-0,8" - ... -0,8% (1.4)
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gdzie:
¢, @ -~ parametry modelu autoregresji,
B — operator przesunigcia wstecz,
s — liczba sezonéw w okresie,
¢ — stala,
0, ® — parametry modelu $redniej ruchome;j,
e, — skladnik losowy (reszta modelu) modelu w okresie lub momencie .

Proces budowy modelu mozna uja¢ w trzy zasadnicze fazy [5]:
L. identyfikacjg,

2. estymacje 1 testy,
3. zastosowanie.

W fazie pierwszej nastepuje wstepna identyfikacja cech analizowanego szeregu
czasowego. Podejmowana jest decyzja o potrzebie transformacji danych w celu stabili-
zacji wariancji i/lub o réznicowaniu szeregu w celu stabilizacji sredniej. Dla szeregu
stacjonarnego dokonuje si¢ identyfikacji jego potencjalnych modeli poprzez badanie
funkcji autokorelacji (ACF) i autokorelacji czastkowej (PACF).

W fazie drugiej szacowne sa parametry wybranych modeli. Ostateczny wybor mo-
delu nastgpuje zazwyczaj na podstawie analizy kilku kryteriow, tj.: istotnosci para-
metréw modelu, btedu $redniokwadratowego, kryterium informacyjnego (np.: AIC -
Akaike's Information Criterion, BIC - Bayesian Information Criterion lub FPE - Finat
Prediction Error).

Wybrany model poddawany jest nastgpnie sprawdzeniu diagnostycznemu. Podsta-
wa diagnostyki jest analiza wlasnosci szeregu reszt modelu. Jezeli reszty modelu sa
procesem biatego szumu, nie wystepuja znaczace wartosci funkcji ACF lub PACF sze-
regu reszt modelu, model moze zosta¢ zastosowany do prognozowania. W przeciwnym
wypadku nalezy wréci¢ do fazy drugiej i wybra¢ inny model lub do fazy pierwsze;j,
dokonujac ponownej identyfikacji modelu.

W fazie trzeciej nastepuje wykorzystanie modelu do sporzadzenia prognozy, czyli
jego implementacja.

3. PRZYKLADY ZASTOSOWAN MODELI ARIMA
W PROGNOZOWANIU PRZYCHODOW ZE SPRZEDAZY

3.1. CHARAKTERYSTYKA OBIEKTOW PROGNOZY

W artykule dokonano analizy szeregow czasowych przychodoéw ze sprzedazy dla
dwoch firm: przedsigbiorstwa handlowego typu cash & carry oraz przedsigbiorstwa
produkcyjnego.

Miesigczne przychody ze sprzedazy produktow w badanych przedsigbiorstwach
przedstawiono w formie wykresow na rysunkach 11 2.
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Rys. 1. Miesieczne przychody ze sprzedazy w przedsigbiorstwie handlowym w okresie:
styczen 1998 — czerwiec 2003

Zrodio: dane wewnetrzne przedsigbiorstwa

Rys. 2. Miesigczne przychody ze sprzedazy w przedsigbiorstwie produkcyjnym W okresie:
styczen 1994 - grudzien 2002
Zr6dio: dane wewngtrzne przedsigbiorstwa
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Przedsigbiorstwo handlowe jest filig sieci hurtowni spozywczych. Charakteryzuje
je znaczne zrdznicowanie asortymentowe (ok. 7000 artykutow) i duza liczba odbior-
cow, ktorymi sa gtéwnie podmioty gospodarcze (ok. 5000). Ogolny popyt na artykuty
oferowane przez firmg nie podlega znacznym wahaniom.

Przedsigbiorstwo produkcyjne jest jednym z zakladow wiokienniczych, wytwa-
rzajacych rocznie okoto 1000 jednostek zréznicowanego wyrobu. Klientami firmy sa
gtéwnie hurtownie i sklepy patronackie. Sprzedaz produktow wytwarzanych w przed-
sigbiorstwie podlega dosy¢ silnym wahaniom sezonowym, szczegolnie w miesigcach
letnich. Firma odnotowuje wowczas znaczaco nizsze przychody ze sprzedazy oferowa-
nych wyrobow.

Celem budowanej przez autorow prognozy bylo stworzenie podstaw do okreslenia
miesigcznych i kwartalnych prognoz przychodéw ze sprzedazy dla kazdej z firm. Ze
wzgledu na dostgpne dane do wyznaczenia prognozy zaproponowano uzycie modeli
szeregOw czasowych.

3.2. WYZNACZENIE PROGNOZY ZE SPRZEDAZY
NA PRZYKLADZIE PRZEDSIEBIORSTWA HANDLOWEGO
TYPU CASH & CARRY

Dostepny szereg czasowy liczy 68 miesigcznych obserwacji, z tego do budowy
modelu przyjeto 65 obserwacji, natomiast trzy ostatnie pozostawiono w celu poréwna-
nia z prognozami uzyskanymi w efekcie zastosowania modelu.

Ze wstepnej oceny wykresu (rys. 1) oraz z charakteru zjawiska mozna wniosko-
wacé, iz w szeregu wystepuje trend oraz wahania. Zauwazalne sa spadki i wzrosty przy-
chodéw ze sprzedazy na przestrzeni kolejnych miesigey.

Sporzadzony wykres szeregu sugeruje, iz analizowany szereg jest niestacjonarny.
Powyzsze przypuszczenie zostalo zweryfikowane za pomoca analizy korelogramu,
ktora jest najczesciej stosowang metoda identyfikacji niestacjonarnosci szeregu. Wy-
znaczone dla analizowanego szeregu warto$ci wspotczynnikow autokorelacji przedsta-
wiono na rysunku 3.

Wartosci wspdlczynnikoéw autokorelacji maleja powoli. Dla przyjetego poziomu
istotnosci a = 0,05 statystycznie istotnie rozne od zera okazaty si¢ wspotczynniki auto-
korelacji dla opdznien od 1 do 7 miesigcy. Potwierdza to wczesniejsze przypuszczenie
o niestacjonarno$ci szeregu czasowego miesi¢cznych przychodéw ze sprzedazy.

W celu eliminacji niestacjonarnosci szereg poddano operacji réznicowania. Wy
znaczone dla szeregu jednokrotnie zroznicowanego wartosci wspotczynnikéw autoko-
relacji 1 autokorelacji czastkowej przedstawiono na rysunkach 41 5.

Wykresy wspotczynnikow autokorelacji (rys. 4, 5) wskazuja, iz szereg uzyskany
w wyniku réznicowania jest szeregiem stacjonarnym.
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Rys. 3. Wspolczynniki autokorelacji szeregu czasowego miesigcznych przychodow
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ze sprzedazy przedsigbiorstwa handlowego

Zr6dlo: obliczenia wiasne wykonane za pomocq programu Statistica PL

Opéin  Kor.S.E v Q
2-,019 1212 i 15,08
4 -,165 1192 % 19,56
6 -,045 L1172 % 19,71
8 -,085 1151 ? 23,91
10 +,170 1131 i 27,69
12 -,100 1110 ? 28,86
14 -,100 1088 ; 32,117
16 -,217 1066 ; 37,98
18 -,001 1044 E 38,37
20 +,163 1021 ; E 41,02

-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0

-

Rys. 4. ACF szeregu po operacji roZznicowania
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Rys. 5. PACF szeregu po operacji roznicowania Zrodlo:
obliczenia wlasne wykonane za pomoca programu Statistica PL.

Pojedyncza znaczaca wartos¢ funkcji ACF oraz wyktadnicze zanikanie warto$ci
wspolczynnikéw autokorelacji czastkowej sugeruja, iz modelem adekwatnym do budo-
wy prognoz bedzie model ARIMA (0,1,1).

Model ma postac

(1-B)5, =(1-0,726) &, + ¢ (2)

Zwykle dany szereg czasowy mozna opisa¢ r6znymi modelami ARIMA. Autorzy
przeprowadzili analiz¢ alternatywnych modeli do MA (1). Jako kryterium wyboru naj-
lepszego modelu przyjeto istotnos¢ parametrow modelu oraz najmniejsza warto$¢ $red-
niego bezwzglednego bledu procentowego (MAPE).

Na podstawie przeprowadzonej analizy do budowy prognozy przychodow ze
sprzedazy przyjety zostat model ARIMA (0,1,1), charakteryzujacy si¢ najlepszymi
wskaznikami oceny.

Estymacji parametrow modelu dokonano za pomoca przyblizonej metody naj-
wicgkszej wiarygodno$ci wedtug McLeoda i Salesa [4]. Stala ¢, oszacowana na pozio-
mie (-33 189,73), mozna interpretowa¢ jako wspotczynnik kierunkowy trendu szeregu
niezroznicowanego. Oszacowane parametry modelu spetniaja warunki zapewniajace
stabilno$¢ modelu.

Model (2) jest rownowazny modelowi prostego wygladzania wykladniczego, ze
stata wygladzania a rowna (1 - 0,726).
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Estymowany model poddano sprawdzeniu diagnostycznemu. Przedstawione na
rysunkach 6 1 7 wykresy przebiegu funkcji ACF i PACF reszt modelu wskazuja na brak
autokorelacji reszt, co pozwala przyjaé, ze reszty sa procesem bialego szumu i nie sa
istotne w procesie budowy prognozy.

Opifn  Kor.5.E " : Q P

2 -,08 1212 0,96
-1 um 2,15 708
6 +04 T2 2,39 8806
8 -,03 115 6,5 594
10 +,091 113 B.14 6151
12 -,0m 110 8,86 7145
1 -,09 1088 10,00 7601
16 -,252 1066 15,61 4805
18 -,016 1044 16,00 5905
0 w163 102 N e sus

1,0 0.5 0,0 0,5 1,0

Rys. 6. Wykres funkcji ACF reszt modelu ARIMA (0,1,1)
Zrédto: obliczenia wiasne
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Rys. 7. Wykres funkcji PACF reszt modelu ARIMA (0,1,1)
Zrédlo: obliczenia wlasne
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Opracowany model uznano jako adekwatny do wyznaczenia prognoz przychodow
ze sprzedazy na kolejne miesiace. Rezygnujac z zapisu operatorowego oraz po przein-
deksowaniu uzyskuje si¢ posta¢ dogodna do obliczania prognoz

Yis1 =y, - 0,726 (p,~ y,)~33189,73 3)

. * . , . . . .
gdzie y ,+; j - prognoza warto$ci zmiennej prognozowanej na okres ¢+ \.

Korzystajac z modelu (3) wyznaczono prognozy na jeden miesiac oraz dwa i trzy
miesigce. Uzyskane wyniki porownano z rzeczywista wartoscia przychodow. Wyniki
obliczen zestawiono w tabeli 1.

Tabela 1
Prognoza przychodow ze sprzedazy wyznaczona modelem ARIMA (0,1,1)
Nr kolejnego Dane Prognoza przychodow Biad
miesigca obserwowane ze sprzedazy procentowy
66 3567258,12 ¥ ehi 3414065,73 43%
67 3359277,46 ¥ e 3447255,46 -2,6%
| 68 3652917,99 P 6843 3480445,19 4,7%

Zrodto: obliczenia whasne

Otrzymane wyniki sa zadowalajace z praktycznego punktu widzenia. Wzgledny
btad procentowy nie przekroczyt 5%.

3.3. WYZNACZENIE PROGNOZY ZE SPRZEDAZY
NA PRZYKLADZIE PRZEDSIEBIORSTWA PRODUKCYJINEGO

Dostepny szereg czasowy przychodoéw ze sprzedazy liczy 111 miesigcznych ob-
serwacji, z tego do budowy modelu przyjeto 108 obserwacji, trzy ostatnie pozostawio-
no w celu porownania z prognozami uzyskanymi w efekcie zastosowania modelu.

Ze wstepnej oceny wykresu (rys. 2) oraz z charakteru zjawiska mozna wniosko-
wac, iz w szeregu wystgpuje staly poziom oraz wahania. Zauwazalne sa spadki i wzro-
sty przychodow ze sprzedazy. Wahania te maja sktonno$¢ do powtarzania si¢ w okre-
$lonych odstgpach.

Sporzadzony wykres szeregu (rys. 2) sugeruje, iz analizowany szereg jest niesta-
cjonarny. Powyzsze przypuszczenie zostalo zweryfikowane za pomoca analizy korelo-
gramu. Wyznaczone dla analizowanego szeregu wartosci wspotczynnikow autokorela-
cji przedstawiono na rysunku 8.
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Rys. 8. Wspdlczynniki autokorelacji szeregu czasowego miesigcznych przychoddw
ze sprzedazy przedsigbiorstwa produkcyjnego
Zrédio: obliczenia wlasne wykonane za pomoca programu Statistica PL

Przebieg funkcji ACF wyraznie wskazuje na obecnos¢ sktadowej sezonowej. Naj-
wyzsze warto$ci ACF obserwowane sa dla op6znien bedacych wielokrotnoscia 12 mie-
sigey.

W celu eliminacji niestacjonarnosci szereg poddano operacji réznicowania sezo-
nowego, o okresie 12. Wyznaczone dla szeregu zréznicowanego warto$ci wspotczynni-
kow autokorelacji 1 autokorelacji czastkowej przedstawiono na rysunkach 9 1 10.

Przebieg funkcji ACF (rys. 9) wykazuje wyktadnicze zanikanie poczatkowych
warto$ci wspotczynnikow autokorelacji, co jest charakterystyczne dla modelu autore-
gresji, na wykresie PACF (rys. 10) widoczna jest jedna istotna warto§¢ wspotczynnika.
Mozna zauwazy¢ rowniez znaczace wartosci ACF dla opdznienia 12, oraz widoczne na
wykresie PACF, zanikanie warto$ci wspotczynnikow autokorelacji czastkowej dla
op6znien bedacych wielokrotnoscia 12.

Przy takim obrazie przebiegu funkcji ACF i PACF mozna zaproponowa¢ model
ARIMA(1,0,0)(1,1,0);,

Model ma postaé

(1-0,409 B) (1+0,284 B'?) (1-B'?)Y, =¢, (4)

Autorzy przeprowadzili analizg alternatywnych modeli. Jako kryterium wyboru
najlepszego modelu przyjeto: istotno$¢ parametréw modelu oraz najmniejsza warto$¢
$redniego bezwzglednego btedu procentowego (MAPE).
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Na podstawie przeprowadzonej analizy do budowy prognozy przychodoéw ze
sprzedazy przyjety zostat model wybrany pierwotnie, charakteryzujacy si¢ najlepszymi
wskaznikami oceny.

Oszacowane parametry modelu spelniaja warunki zapewniajace stabilno$¢ modelu.

Estymowany model poddano sprawdzeniu diagnostycznemu.
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Rys. 9. ACF szeregu po operacji réznicowania
Zrbdlo: obliczenia wiasne wykonane za pomocq programu Statistica PL
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Rys. 10. PACF szeregu po operacji réZnicowania
Zrédlo: obliczenia wiasne wykonane za pomocg programu Statistica PL
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Przedstawione na rysunkach 11 1 12 wykresy przebiegu funkcji ACF i PACF reszt
modelu wskazuja na brak autokorelacji reszt, co pozwala przyjac, ze reszty sa proce-
sem bialego szumu i nie sg istotne w procesie budowy prognozy.
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Rys. 11. Wykres funkcji ACF reszt modelu ARIMA (1,0,0)(1,1,0),,
Zrédlo: obliczenia wlasne

Opdin Kor.S5.E
2 +,093 ,1021
4 +,053 1021
6 +,017 ,1021
B +,116 ,1021
10 -,015 1021
12 -,042 .1021
14 +,016 L1021
16 -.,022 1021
18 +,098 .1021

20 +,044 .1021
22 -.008 »1021
24 -, 145 L1021
28 -, 039 <1021
28 -,057 ,1011[
-1,0 =0,5

Rys. 12. Wykres funkcji PACF reszt modelu ARIMA (1,0,0)(1,1,0),,
Zrédlo: obliczenia wiasne

Opracowany model uznano za odpowiedni do wyznaczenia prognoz przychodow
ze sprzedazy na kolejne miesiace. Rezygnujac z zapisu operatorowego uzyskuje sig
model zapisany w postaci jawnej
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Vi =0 + 1+ @ Jyty = (0191 + P )12 = O1ye—23 + 1Py y1-24 (3)

Korzystajac z modelu (5) wyznaczono prognozy na jeden miesiac oraz dwa i trzy
miesigce. Uzyskane wyniki porownano z rzeczywista warto$cia przychodow. Wyniki
obliczen zestawiono w tabeli 2.

Tabela 2
Prognoza przychodow ze sprzedazy wyznaczona modelem ARIMA (1,0,0)(1,1,0)]2

Nr kolejnego Dane Prognoza przychodéw Blad
miesigca obserwowane ze sprzedazy procentowy

109 138 244,88 ¥ 10841 134 685,3583 2,57%

110 134 455,80 ¥ ki 134 702,1522 -0,18%

111 131 771,79 7 16843 126 543,4297 3,97%

Zr6dto: obliczenia whasne

Wzgledny procentowy btad prognozy nie przekracza 5%. Mozna uznaé, iz uzyska-
na doktadnos¢ jest zadawalajaca.

4. WNIOSKI

Modele klasy ARIMA sa wykorzystywane w wielu sytuacjach prognostycznych.
Opracowanie modeli jest dosy¢ pracochtonne i wymaga specjalistycznej wiedzy. Wy-
korzystujac modele tej klasy do prognozowania szeregéw czasowych, mozna spotkac
si¢ z wieloma problemami, m.in. dotyczacymi okreslenia rzgdu réznicowania i rodzaju
modelu. Zastosowanie modeli ARIMA nie gwarantuje w kazdym przypadku lepszych
wynikdw w poréwnaniu z otrzymanymi innymi, prostszymi metodami. Jest to przyczy-
na, iz w prognozowaniu gospodarczym, zwtaszcza w skali przedsigbiorstwa, stosowa-
ne sg one dosy¢ rzadko [1]. Maja one jednak tg zaletg, iz wskazuja na wewngtrzng
strukturg szeregu i objasniaja mechanizm jego generowania.

Proponowane podejscie ilosciowe wzbogaca informacj¢ decyzyjna i poszerza me-
todologi¢ prognozowania stosowang obecnie w obu przedsigbiorstwach. Dotychczas
firmy szacowaly przyszte wartosci przychodow ze sprzedazy, opierajac si¢ na opinii
bezposrednich sprzedawcow, a w przypadku firmy produkcyjnej specjalistow z dziatu
logistyki i produkcji. Formutowane opinie byly jednak niejednokrotnie oparte na fat-
szywych przestankach prognostycznych, co wptywato negatywnie na trafnos$¢ tak wy-
znaczonych prognoz.
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Wydaje sig, iz najbardziej efektywnym podejsciem bytoby potaczenie w procesie
prognostycznym metod jakosciowych oraz ilosciowych.
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